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Abstract � How to choose suitable degree of f it t ing implicit polynom ial curves and surfaces is a key problem

when the objects are described and recognized by implicit polynom ials, but the problem is not solved in the�
ory� A theorem is presented to determine the degree of f it t ing implicit polynom ials based on the object

boundary features, and the formula for the degree of f itt ing implicit polynomial is given� From the theory,

the algorithm for determinat ion of the degree of implicit polynom ials is follow ed: detecting the stat ionary

points in the object boundary based on its features, and then calculat ing the m inimum degree according to

the formula derived f rom the theorem� In addit ion, the theory can be extended to three�dimensional object�
Finally , experiments are g iven to illustrate the ef ficiency and operat ion of the algorithm�

Key words � implicit polynomial; curve; surface; f it t ing; degree

摘 � 要 � 选用合适次数的隐含多项式曲线曲面描述目标物体是处理和识别目标物体的关键,因而需要在

理论上解决隐含多项式曲线或者曲面的次数确定问题� 根据目标物体本身的特征, 从理论上得出隐含

多项式曲线描述物体的次数确定定理, 并给出了具体计算公式� 该方法首先由给定物体边界的轮廓检
测出其驻点数,然后根据驻点数得到拟合隐含多项式曲线方程次数的下界,进而推广到三维物体的隐含

多项式曲面拟合次数的确定� 最后给出的应用实例进一步验证了算法的有效性与可操作性�

关键词 � 隐含多项式;曲线;曲面;拟合;次数
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� � 许多文献研究表明[ 1�3] , 隐含多项式曲线对物

体描述非常有效,与显式函数曲线、样条曲线以及其

他描述方法相比具有许多优点, 这主要是因为隐含

多项式曲线可描述不规则的复杂形状物体, 而且对

数据噪音和模型的轻微变形不敏感,隐含多项式曲

线能够填充由于物体的遮挡或变形所缺失的部分物

体信息等�利用二次曲线来描述物体已得到广泛应
用,而高次隐含多项式曲线由于比二次曲线有更强

的描述复杂物体的能力, 近年来越来越受到关注�

二元隐含多项式的形式为 f n ( x , y )= �
i, j> 0, i+ j  n

a i, jx
i
y
j
,其零集合{ ( x , y ) | f n ( x , y ) = 0}是二维曲

线方程, 可以用来描述二维物体的形状� 隐含多项
式曲线就是隐含多项式函数的零集合, 对二元隐含

多项式函数,其零集合是曲线;对三元隐含多项式函

数其零集合是曲面�

在平面图像进行边缘检测获得其边界轮廓以

后,可以使用隐含多项式曲线 f n ( x , y ) = 0对图像



边界进行拟合, 以此进行图像的描述和识别� 拟合
图像边界最简单的方法是寻求隐含多项式 f n( x , y ) ,

使 �
( xi , yi) ! s

f
2
n ( x i , yi )最小,这里, s 表示图像边界点的

集合�但是,这种拟合效果很差, 原因是 f
2
( xi , yi )并

不是点( x i , yi )到曲线 f n( x , y )= 0的距离,因此很多

文献又提出了各种形式的拟合方法[ 4�5]�显然,物体

图像的边界轮廓是封闭和有界的,为了保证所得到

的隐含多项式曲线是封闭有界的, 文献[ 6]等论文研

究了在约束条件下隐含多项式曲线的拟合问题, 这

种方法的基本思想就是寻找封闭有界隐含多项式曲

线的条件,在这种条件下对物体边界进行拟合�
无论选用什么方法拟合物体, 如何确定隐含多

项式曲线的次数都是十分重要的� 对于复杂的物
体,若选用次数低的隐含多项式曲线进行拟合,其拟

合曲线难以反映物体边缘轮廓特征,不可能有很好

的拟合效果� 另一方面, 对于相对较为简单的物体,

如果选用高次数的隐含多项式曲线进行拟合, 将增

加曲线拟合的难度,更为重要的是使隐含多项式曲

线难以处理而且难以运用, 同时高次数毕竟是一个

相对概念, 究竟要选用多高次数仍然是一个模糊的

问题, 因而从理论上给出选用次数的依据来解决这

个问题就变得十分关键�

1 � 隐含多项式曲线次数的确定理论

Bezout定理介绍:如果 n 次二元多项式 p 1( x , y)

与 m 次二元多项式 p 2( x , y )的零集合的交点个数多

于 nm,则一定有次数不超过 n 次也不超过 m 次的

非零多项式 q( x , y )存在,它是 p 1( x , y )与 p 2( x , y )

的公因子�
Bezout定理的证明可参考文献[ 7]� 显然该定

理指出,如果 n 次二元多项式和m 次二元多项式没

有公因子,则它们的零集合至多有 nm 个交点�
Bezout定理可以大致判定已知次数的隐含多项

式曲线是否可以描述一个给定的物体边界� 假设给
定一物体的边界轮廓 B, 若一条直线和该物体边界

有 k + 1个交点, 则该物体不可能用 k 次的隐含多

项式曲线拟合�这是因为直线用一次隐含多项式曲
线描述, 根据 Bezout 定理, 显然 k 次的隐含多项式

曲线和直线最多有 k 个交点, 不可能有 k + 1 个交

点,除非直线是 k 次隐含多项式的一个公因子�
应该指出, Bezout 定理对拟合隐含多项式次数

的选择没有提供理论指导意义, 这是因为我们不知

道物体的边界轮廓是多少次多项式的零集合, 也找

不到两个曲线来判断, 惟一知道的就是物体边界轮

廓的特征,但是,我们可以根据物体边界轮廓特征构

造两个曲线来应用 Bezout 定理, 以此解决拟合隐含

多项式曲线的次数确定问题�
显然,物体轮廓最为显著的特征就是驻点, 这里

明确一下驻点的具体定义� 对一物体的边界轮廓用
参数方程 X = x ( s ) , Y = y ( s )描述, 其中 s 表示物

体边界的轮廓长度, 称物体边界上 x∀( s )为零, 但是

y∀( s )不为零的点为驻点� 显然, 驻点可能是极值

点,也可能是拐点�
定理1� 假设非退化的、封闭有界并且连通的正

则隐含多项式曲线方程为 f ( x , y ) = 0,它的一阶导

函数曲线为 g ( x , y )= 0,则 f ( x , y )和 g ( x , y )没

有公因子, 而且 f ( x , y ) 的次数为偶数次多项式,

g( x , y )为奇次数多项式�
证明� 我们在文献[ 8�9]中指出,非退化的隐含

多项式曲线封闭有界的充分必要条件是隐含多项式

曲线是偶次的, 因而 f ( x , y )必定是偶次隐含多项

式,显然其一次导函数多项式一定是奇次的�
假设 f ( x , y )和 g( x , y )有公因子 r ( x , y ) ,如

果 r ( x , y )为奇次的, 则 r ( x , y )= 0为一条无界的

曲线,因而 f ( x , y ) = 0也是一条无界曲线,这和已

知 f ( x , y )= 0是有界曲线相矛盾, 另一方面,如果

r ( x , y )= 0为偶次的,那么说明 f ( x , y ) = 0是由

两个封闭有界的曲线组成, 如果这两条曲线不相交,

就意味着 f ( x , y )= 0是不连通的两条封闭曲线,这

和已知相矛盾;如果这两条曲线相交,则和 f ( x , y )=

0是正则曲线相矛盾�由此得出 f ( x , y )和 g ( x , y )

没有公因子� 证毕�
定理 2� 设一物体的边界轮廓上有 k 个驻点,

则用来描述该物体边界所选用的隐含多项式曲线的

次数不能低于(1+ 1+ 4k� )�2�
证明� 设可用 n 次隐含多项式曲线 f ( x , y )= 0

描述该物体轮廓� 由微分几何可知, 曲线上点的斜

率函数为 f x ( x , y )�f y( x , y )�因为描述物体的隐含
多项式曲线都是正则的, 因而f y( x , y )和 f x ( x , y )

不可能同时为零, 从而曲线上的驻点可由下面的方

程组给出:

f x ( x , y ) = 0,

f ( x , y ) = 0�
(1)

� � 显然,对于一个物体的边界轮廓而言,必定是封

闭的、有界的并且也是连通的, 因而 f ( x , y )= 0也

必然是封闭的、有界和连通的, 同时由定理 1 可知,

f ( x , y )和 f x ( x , y )没有公因子,根据 Bezout 定理,方

程组(1)的根至多有 n( n- 1)个,即曲线 f ( x , y ) = 0
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至多有 n( n- 1)个驻点, 因而有:

n ( n - 1) # k� ( 2)

� � 解不等式( 2)得 n #(1+ 1+ 4k� )�2� 即用来
描述该物体边界曲线的隐含多项式的次数不能低于

(1+ 1+ 4k� )�2� 证毕�
根据上面的定理可知, 当 k= 1时,隐含多项式

次数 n #2; 当2< k  12时,隐含多项式次数 n #4;

当 12< k  30时, 隐含多项式次数 n #6� 显然, 这

种方法不仅仅提供隐含多项式曲线次数选取的一个

下界, 实质上精确地指出了根据物体轮廓确定隐含

多项式曲线拟合次数的方法� 同时应该指出, 对于

同一个轮廓曲线,无论其如何进行坐标变换都不影

响其驻点的数目� 另一方面,对于在 y 方向的导数

为零的点不能算做驻点� 例如对于 ax
2
+ by

2
= r

2

无论做何种坐标变换,关于 x 方向导数为零, 关于 y

方向导数不为零的点只能有两个,因而根据定理 2,

选用的隐含多项式曲线的次数应该为 2次,显然, 这

和实际情况是吻合的�
定理 2指出了给定轮廓应该选用的隐含多项式

曲线描述次数的下界,通过分析可以观察到, 其上确

界就是该轮廓应该选用的隐含多项式曲线的次数�
如果比这个次数再高,也一定能描述该物体, 但是可

能造成曲线方程的复杂和难以使用以及控制�

2 � 隐含多项式曲线次数的确定算法

根据第 1节的讨论, 结合文献[ 10]中关于一阶

差分值的计算算法,可得拟合物体边界的隐含多项

式曲线方程次数步骤如下:

1) 本文使用左拐弯技术获取物体轮廓的边界

点(matlab6�5的函数 bwboundaries可以直接获得物

体边界坐标) ,得到按照一定顺序的边界点坐标后,

可以使用步长量化物体边界, 从而将其位置坐标形

成一长序列数组: { x ( s ) , y ( s ) , 1  s  N } , 其中 s

为自然数, N 为边界点数�
2) 逐点计算边界点的 x ( s) , y ( s)的一阶导数

值� 由于物体边界封闭, 使用步长作为参数, 从而构

造出曲线参数方程序列, 因此,物体边界的一阶导数

可用序列 x ( s) , y ( s )的一阶差分来代替:

x∀( s ) = x ( s + 1) - x ( s) ,

y∀( s) = y ( s + 1) - y ( s )�
� � 考虑到 x ( s )和 y ( s)的一阶差分极易受噪声的

干扰,可以对序列的每一点取一个窗口,对窗口中的

每个 x ( s ) , y ( s )都做差分, 然后分别取其平均值,

再作为该点的斜率值,即

x∀i ( s) = x ( s + i ) - x ( s ) , � � � � �

y∀i ( s) = y ( s + i ) - y ( s ) , 1  i  I ,

K ( s) =
1
I �

s

i = 1

[ x∀i ( s )�y∀i ( s) ] �

� � 在本文的实验中, 使用所求点后面的数个点差

分值均值作为该点的导数值,因而实验中得到的驻

点位置有所偏移, 这不妨碍本文算法的使用�
3) 求每一点的斜率值�把发生斜率符号改变的

曲线点记为物体的驻点, 如果两个驻点间沿物体边

界的曲线长度很小(一般取相对物体边缘长度的比

率为阈值) , 则合并为一点, 如果曲率符号没有改变,

但是其值接近 0,也记为驻点�如果 y∀( s )为 0, 则该

点不是驻点�假设获得的驻点个数为 k�

4) 计算( 1+ 1+ 4k� )�2 的值, 取不小于该值

的最小偶数并记为 n,则选取 n 次隐含多项式曲线

来描述此物体�
寻找物体边界轮廓的驻点是图像理解和计算机

视觉领域的一个传统问题,国内外许多文献提供了

大量的算法, 本文驻点的计算是最为直接的一种方

法�驻点的寻找最为困难的就是噪声的影响, 但是

由于本文隐含多项式曲线次数的确定仅仅关注的是

驻点的个数,因而对于驻点的位置并不考虑,另外由

于算法的容错性, 驻点个数的误差,也就是计算所得

的驻点数目和实际物体的驻点数目如果误差不大,

则对于隐含多项式曲线次数确定不会造成很大影

响,本文将在实验以及结论中做更为详细的讨论�

3 � 隐含多项式曲面次数的确定

三维物体使用隐含多项式曲面描述在计算机图

形学、计算机视觉以及虚拟现实中有重要应用价值,

例如三维物体的消隐、空间物体的三维重建、虚拟现

实以及医学图像三维复原等等� 上面定理很容易推
广到使用隐含多项式曲面描述三维物体的次数确定

问题�
定理3� 一个三维物体轮廓在 x , y , z 方向上分

别有 l1, l 2和 l 3个单位长度,使用隐含多项式曲面

f ( x , y , z )= 0拟合描述�设该隐含多项式的次数为
d ,令 f ( x , y , ai ) = 0的次数为 l i , f ( x , bj , z ) = 0

的次数为 mj , f ( ck , y , z ) = 0的次数为 nk ,其中 ai ,

bj , ck 分别为三维物体在 z , y , x 方向上的离散点数

目,则有:

d #max( l 1, l 2, ∃, l l1, m1, m 2, ∃, ml 2, n1, n2, ∃, nl 3)�

� � 证明� 三维物体用隐含多项式曲面描述, 这个

隐含多项式曲面一定是封闭的,有界的,正则的, 文
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献[ 5]指出,这种隐含多项式曲面的 x , y , z 的最高

次项一定是相等的,因而可以根据上面二次隐含多

项式曲线次数确定定理给出 f ( x , y , z ) = 0 和 x ,

y , z 方向任何一个平面相交获取的隐含多项式曲线

的次数,显然,这些隐含多项式曲线的次数一定小于

f ( x , y , z )= 0的次数,从而上面定理成立� 证毕�
应该指出, 直观分析应该是 d = max ( l 1, l 2, ∃,

l l 1, m 1, m 2, ∃, ml 2, n1, n2, ∃, n l 3) , 但是目前无法

给出定理证明, 不能确定拟合次数的下确界, 因而需

要进一步研究�上面的定理给出一个三维物体轮廓
使用 f ( x , y , z )= 0拟合描述物体时所需要的次数

的下界, 这就为三维物体的隐含多项式曲面次数的

确定提供了一定的依据�

4 � 实验与分析

本文使用 matlab6�5编写程序实现了边界点追
踪、差分值的求解、差分指纹图的绘制以及隐含多项

式曲线的拟合� 图 1( a)是一个心状物体,图 1( b)是

用本文算法得到的物体边界点的一阶差分指纹图�
将相距较近的驻点合并为一点, 可以看出该物体应

有 6个驻点,相应差分值为零的点如图 1( c)所示�

F ig� 1� Determination of degree of heart shape fitting curve� ( a) Orig inal image; ( b) First order difference fin�

gerpr int; ( c) Stationar y points in the boundary; and ( d) Fitting the heart shape wit h quar tic cur ve�

图 1� 心状图曲线拟合的次数确定� ( a) 原始图像 ; ( b) 一阶差分指纹图; ( c) 轮廓驻点; ( d) 四次曲线拟合的

心状图形

� � 在图 1( c)中,求得的 6 个驻点使用% * &符号标
记出来� 显然, 根据本文定理 2, 此处 k = 6, ( 1 +

1+ 4k� )�2= 3, 因而选用的隐含多项式次数不能

低于 3次�根据定理 1,描述物体轮廓的隐含多项式

曲线次数只能是偶次的, 故该心状图可以选用 4 次

隐含多项式曲线进行拟合,拟合的结果如图 1( d)所

示� 从拟合的图形上可以看出, 选用的次数是恰当

的,如果选用高于 4次的曲线,也可能较好地描述物

体,但是会造成描述曲线方程的复杂以及难以使用

与控制�
仔细观察可以直观分析得出图 1( c)最下面驻

点有所偏移,这是由于本文驻点计算算法的窗口选

取没有以所求点为中心造成的, 因为我们仅仅希望

获得驻点个数,对于驻点位置的要求不高,因而这种

偏差对算法结果不造成影响�
图 1( a)实质也是一个三维心状体的一个剖面,因

而根据定理 3,选用三元隐含多项式曲面拟合该实体

时,其次数不能低于 4次,由于曲面的复杂性, 4次曲

面是否一定能够描述该心状体还需要进一步研究�
图 2( a)是一副飞机图像,图 2( b)是使用一阶差

分算法求出的差分指纹图� 由于误差、像素点的点
阵表示等,造成连续相邻的几个点差分值都为 0,此

时需要适当判断,组合成一个驻点� 观察图 2( b)可

以发现大约有 15个点的一阶差分值点为 0, 图 2( c)

给出了这些点在飞机轮廓中的位置,使用% * &号表
示;另一方面,对于一阶差分值接近 0, 但是并没有
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发现符号改变, 这个点显然是拐点, 图 2( d)给出了

极值点和拐点(拐点判断的阈值设置为 0�01)在飞
机轮廓的位置,使用% * &表示,显然可以观察到在飞

机的机翼部分增加了两个点,它们应该是拐点�

F ig� 2 � Determination of plane shape fitting cur ve� ( a) Orig inal image; ( b) First order difference fingerpr int; ( c)

Stationar y points in the boundary ( point of inflection thr eshold is 0) ; and ( d) Stat ionary points in the boundar y

( point of inflection threshold is 0� 01)�

图 2� 飞机图形曲线拟合的次数确定� ( a) 原始图像; ( b) 一阶差分指纹图; ( c) 轮廓驻点图(拐点阈值取 0) ;

( d) 轮廓驻点图(拐点阈值取 0�01)

� � 通过图 2( d)可以发现飞机的轮廓大约有17个驻

点,也就是 k= 17,那么( 1+ 1+ 4k� )�2= 4�653∋5,

根据定理 1, 描述物体轮廓的隐含多项式曲线次数

只能是偶次的, 因而对于该飞机轮廓需要使用 6 次

隐含多项式曲线进行拟合,文献[ 11]使用六次隐含

多项式曲线对该飞机图形进行拟合,拟合的效果很

好,具体拟合的图形可以参考该文献�

5 � 结 � � 论

本文提出了根据物体边界轮廓特征确定拟合隐

含多项式曲线次数的方法,给出严格定理证明,指出

隐含多项式曲线次数 n #( 1+ 1+ 4k� )�2,其中 k

为物体轮廓驻点的个数� 需要指出的是对于物体轮
廓一阶导数的计算非常容易受物体噪声的影响, 本

文没有对物体边缘的噪声去除做深入探讨� 事实
上,只要使用神经网络等技术对物体边缘做预处理,

可以获得较为理想的光滑的物体边缘� 另一方面,

由于图像的像素点采用矩阵表示的特点, 尽管本文

算法已经使用均值处理方法, 仍然经常出现连续几

个点计算出的一阶导数值相等, 显然这需要将它们

合并为一个点�
本文对于三维物体的隐含多项式曲面的拟合次

数确定仅仅做了简单的推广,具体更为简洁的算法

或者理论推导还需要深入的研究和探讨�

参 � 考 � 文 � 献

[ 1] P D Sam pson� Fitt ing conic sect ion to very scat tered data: An

interact ive improvement of the book Stein algorithm [ J]� Com�

puter Vision, Graphics and Image Processing, 1982, 18( 1) : 97

- 108

[ 2] G Taubin� Est imation of planar curves, surfaces and nonplanar

space curves def ined by implicit equations, w ith applicat ions to

edge and range image segmentation [ J]� IEEE Trans on Pat tern

Analysis and Machine Intelligence, 1991, 13( 11) : 1115- 1138

[ 3] J Subrahmonia, D Cooper, D Kenren� Pract ical reliable

Bayesian recognit ion of 2D and 3D objects using implicit polyno�

mials and algebraic invariants [ J]� IEEE Trans on Pat tern Anal�

ysis and Machine Intelligence, 1995, 18( 5) : 505- 519

[ 4] D Keren, D Cooper, I Subrashmonia� Describing complicated

objects by implicit polynomial [ J]� IEEE T rans on Pat tern Anal�

ysis and Machine Intelligence, 1994, 16( 1) : 38- 53

[ 5] Z Lei, D Cooper� Linear programming f itt ing of implicit polyno�

mials [ J]� IEEE Trans on Pat tern Analysis and Machine Intelli�

gence, 1998, 20( 2) : 212- 217

[ 6] G Taubin, F Cukirman, S S ullivan, et al� Parameterized fami�

lies of polynom ials for bounded algebraic curve and surface f itt ing

[ J]� IEEE Trans on Pat tern Analysis and Machine Intelligence,

1994, 16( 3) : 286- 303

152 计算机研究与发展 � 2007, 44( 1)



[ 7] P Griff iths� Algebraic Curves [ M ]� Beijing: Peking University

Press, 1985 ( in Chinese)

( P 格列菲斯� 代数曲线[ M ]� 北京: 北京大学出版社, 1985)

[ 8] Wu Gang, Li Daolun� Object recognit ion based on aff ined in�

variants in im plicit polynomial curves [ J]� Acta Elect ronica Sini�

ca, 2004, 32( 12) : 1987- 1991 ( in Chinese)

(吴刚, 李道伦� 基于隐含多项式曲线仿射不变量的目标识

别[ J]� 电子学报, 2004, 32( 12) : 1987- 1991)

[ 9] Wu Gang, Li Daolun� Object representat ion and symmetry de�

t ect ion based on implicit polynomial curves [ J]� Journal of Com�

puter Research and Development, 2002, 39( 10) : 1337- 1344

( in Chinese)

(吴刚, 李道伦� 基于隐含多项式曲线的物体描述与对称性

检测[ J]� 计算机研究与发展, 2002, 39( 10) : 1337- 1344)

[ 10] Wen Wei, Yuan Baozong� Inclined symmetry axis detect ion for

closed curves [ J]� Journal of Communications, 1996, 17 ( 2 ) :

33- 37

[ 11] W A Wolovich, M Unel� T he determinat ion of im plicit polyno�

mial canonical curves [ J]� IEEE Trans on Pat tern Analysis and

Mach ine Intelligence, 1998, 20( 10) : 1080- 1090

Wu Gang, born in 1969� Ph� D� His re�

sear ch interests include pattern recognition

and ar tificial intelligence�

吴 � 刚, 1969 年生, 博士, 主要研究方向为

模式识别、人工智能�

Research Background

The work in this paper is supported by the High School National Science Project of Jiangsu Province under grant No�

05KJB520032�

There are many techniques available to describe object boundaries, such as Fourier descripto rs and B�splines, but implicit polyno�

mials have many merits compared w ith them, for ex ample, the capability to descr ibe irregularly shaped objects by a small number of

parameters; object recognition by checking to see w hether a data set is w ell fit by a specific implicit polynomial; the coefficients of

t hese polynomials, when fit to data, appear to be r elativ ely insensitive to no ise or to modest changes in the subset o f the boundary

used� Obv iously, it is a key pr oblem to choose t he deg ree of the fitting implicit polynomials� The objects cannot be described accurate�

ly if the choosing deg ree of the fitting implicit polynomials is too low� On t he contrary, the fitting implicit polynomial cur ves are diffi�

cult to use to recognize the object if the choosing degree of them is too high� Currently, the degr ees of t he fitting implicit polynomials

are chosen baselessly� This paper presents a theorem to determine the deg ree of fitting implicit polynomials, and the formula fo r de�

gr ee of fitting implicit polynomial�

153吴 � 刚:隐含多项式曲线曲面拟合次数的确定研究


	研发
	论文正文

